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1. EINLEITUNG 
Ein wohlbekanntes Resultat der Korpertheorie ist
1.1. SATZ VON DER NORMALBASIS. Zst L/K eine ndliche galoissche Kiir- 
pererweiterung mit Galoisgruppe G, so gibt es ein x E L derart, daD 
B= {xg lg E G} eine K-Basis von L ist (z.B. [4, I, Theorem 17, und I, 13, 
Lemma 2 ] ). 
Offenbar hat ein solches Element x gerade die folgenden beiden 
Eigenschaften: 
(a) x erzeugt L/K, d.h. es ist L = K[x], 
(b) die Konjugierten von x unter der Galoisgruppe von L/K sind 
linear unabhlngig tiber K. 
1st nun M ein Kiirper mit K< M < L, so ist such L = M[x], d.h. die 
Eigenschaft (a) iibertragt sich auf Zwischenkorper. Ein einfaches Beispiel 
zeigt, dal3 dies fur (b) im allgemeinen nicht gilt: 
Es seien K:= Q, r eine primitive 9-te Einheitswurzel und L:= Q[r]. Die 
Galoisgruppe von L/K ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 6, die von 
dem durch r H? bestimmten Automorphismus g erzeugt wird. 1st 
M:= Q[r3], so ist (g*) die Galoisgruppe von L/M. Man zeigt nun leicht, 
da13 x:= r + r3 die Eigenschaft (b)in L/K hat; es gilt aber 
(2+r3)x+(-1-2r3)xg2+(-1+r3)xg4 
=(2+r3)(r+r3)+(-l-2r3)(r7+r3)+(-1+r3)(r4+r3)=0. 
Also sind ie Konjugierten vo x unter der Galoisgruppe von L/M linear 
abhangig iiber M, d.h. x hat in L/M nicht die Eigenschaft (b). 
Ein Ziel dieser Arbeit ist der Nachweis, dal3 jede endliche galoissche 
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Kijrpererweiterung L/K von einem Element x erzeugt wird, das die 
Eigenschaft (b) in jedem L/M fur K < M 6 L behalt. 
Die Eigenschaft (b) bedeutet anders ausgesprochen, da13die Nullstellen 
des Minimalpolynoms mK,X von x iiber K linear unabhlingig s nd; ein 
Element x mit dieser Eigenschaft nennen wir frei tiber K. 1st A eine 
algebraische Hiille von K, so nennen wir ein x~A vollstindig freiiiber K,
wenn fiir jeden Kiirper A4mit K< Md A das Minimalpolynom mM,x von x 
iiber A4 linear unabhangige Nullstellen hat.Man macht sich leicht klar, 
da13 dies nicht von der einmal gewahlten algebraischen Hiille A abhangt, so
da0 wir kurz von einem fiber K vollstandig freien Element x sprechen. 
Unser Hauptergebnis lautet nun: 
1.2. KATZ. Ist L/K eine ndliche s parable Kiirpererweiterung, so wirdL 
von einem iiber K vollstiindig fre en Element x erzeugt. 
1st K dabei ein K&-per mit unendlich vielen Elementen, so ist unser 
Beweis (im 2. Abschnitt der Arbeit) eine Verallgemeinerung der 
SchluDweise vonE. Artin aus [ 11, mit der 1.1 bewiesen wird. Weit mehr 
Aufwand benotigen wirfur den Fall, daB K ein endlicher Kiirper ist: Esist 
dann L/K eine galoissche Korpererweiterung. 1st G die Galoisgruppe von 
L/K, so kann L als KG-Modul aufgefagt werden; der Satz von der Nor- 
malbasis bedeutet gerade, da13 L als KG-Modul zum regularen Modul KG 
isomorph ist. Ein Element x E L hat genau dann die beiden Eigenschaften 
(a) und (b) in L/K, wenn x in keinem echten KG-Teilmodul von L 
enthalten ist. Ferner hat xE L genau dann die in 1.2 geforderte Eigenschaft, 
wenn x fiir alle Korper M mit K < M< L die Bedingungen (a) und (b) in 
L/M erfiillt, also m.a.W. wenn x fur kein solches M in einem echten MU- 
Teilmodul (Uist dabei die Galoisgruppe vonL/M) von L enthalten ist. 
Urn nun fur den Fall eines endlichen Korpers K die Existenz eines solchen 
Elementes x nachzuweisen, beniitigen wireine genaue Analyse der 
Zerlegungen vo L in MU-Teilmoduln fur alle Zwischenkijrper M (4. 
Abschnitt). Wir bereiten diesen Teil der Arbeit m3. Abschnitt durch einige 
allgemeine Aussagen iiber Darstellungen endlicher abelscher Gruppen vor. 
2. FREIE POLYNOME IJND FREIE ELEMENTE 
Es seien K ein Klirper, A eine algebraische Hiille von K und Act] ein 
Polynomring iber A.
2.1. DEFINITION. Essei fE K[t]. 
(a) Den von den Nullstellen von f erzeugten K-Teilraum WA f) von 
A nennen wir den Wurzelraum von f iiber K.
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fb) Wir setzen dim&= dim, WK(f) und sprechen von der Dimen- 
sion von f iiber K.
dim,f hlngt nicht von der gewlhlten algebra&hen Hiille A ab. Offen- 
bar ist dim,f <gradf: Grundlegend ist 
2.2. DEFINITION. Ein Polynom f E K[t] heiljt frei iber K, falls 
dim,f =grad fist. 
1st f= n;= 1 (t- ai) mit ai,..., a,~ A, so ist f genau dann frei iiber K,
wenn (al ,..., a,) linear unabhangig iiber K ist. 
Wir geben einige 
2.3. BEISPIELB. (a)Sei f=P+ap-- F-l+ ..* +a, t+a,sQ[t] ein 
irreduzibles Polynom vom Primzahlgrad p. Dann ist p - 1 < dimof, es ist 
p = dim& also f frei, genau dann, wenn a,,-, # 0 ist (T. Schonemann 
c7, §I41 . 
(b) Es seien m eine natiirliche Za lund @, E Q[t] das m-te 
Kreisteilungspolynom; fernersei m =p;l. -pp die kanonische Prim- 
zahlzerlegung vo  m.Dann gilt: 
dim, Qi, = fi dim,@,?, 
i=l 
(1) 
dim, @,:, = Pi-l cp(pl’)-rp(pr’-‘)=(pj-l)*pl’-2 
Wegen grad @,=cp(m) ist also Cp,,, genau dann frei iber Q, wenn m 
quadratfrei ist [51. 
(c) Es seien p eine Primzahl, m eine natiirliche Za l, q =p” und 
f E GF(q)[t]. 1st f irreduzibel vom Grad I, so ist f genau dann frei iiber 
GF(q), falls f kein Polynom der Form xi::, ajtP’c GF(q)[t] teilt [6, Satz 
373-j. 
2.4. SATZ, Ein ilber K freies Polynom f ist separabel und irreduzibel. 
Beweis. Offenbar hat ein freies Polynom keine mehrfachen Nullstellen, 
ist also separabel. Es sei nun f nicht irreduzibel und f= g. k eine chte 
Zerlegung von f in .K[t]. Es seien X= (xi,.-.,x,) die Menge der 
Nullstellen von g und Y = { y, ,..., y,}die Menge der Nullstellen von k in A. 
Dann ist also X, Y # @, Xn Y = r;7 und Xv Y die Menge der Nullstellen 
vonf: Wegenx:=x,+ 1.1 +x,6& y:=y,+ 1.. +ylfKundx,y#Ofolgt 
der Widerspruch 
o=xy-yyx=x,y+ .‘. +x,y-yy,x- ... -y/x 
zur linearen Unabhtigigkeit von Xu Y. 
481/103/l-IO 
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Wie das Beispiel t* + 1 E Q[t] zeigt, ist nicht jedes irreduzible Po ynom 
frei. 
2.5. DEFINITION. Es sei XEA. 
(4 Mit mK,x bezeichnen wirdas Minimalpolynom v nx iiber K;die 
Nullstellen von mK,.& he&en die Konjugierten von xiiber 1y. 
(b) x heiDt frei iiber K,falls mRx frei iiber K ist. 
Ein XE A ist also genau dann frei iiber K,wenn die Konjugierten von x
iiber K linear unabhlngig sind. Ein freies Element ist separabel. Eine 
hinreichende Be ingung dafiir, da13 ein separables Element x E A frei ist, 
gibt 
2.6. HILFSSATZ. Es sei xE A separabel. 
(a) 1st N/K eine ndliche galoissche Erweiterung mitx E N < A und 
sind g, ,..., g, Elemente d r Galoisgruppe G von N/K mit det(xglp;‘) # 0, so
ist (xgl,..., xg-> linear unabhangig iiber K.
(b) 1st M:=1Y[x], N,<A der Zer~llungsk~~r von mK,n, G die 
Caloisgruppe von N/K, U 6 G die Galoisgruppe von N/M und 
R= h..-,g,n} ein Reprlsentantensystem fur di  Rechtsrestklassen von U 
in G mit det(xeR;‘) # 0,so ist xfrei iiber K.
Beweis. (a) Es sei x7= tfi~Rr= 0 mit et,..., c, E K. Dann folgt aber 
(Cy! 1ci+“)” =Cy! I ci xgi% = 0 fur alle jf (l,..., m>  Wegen 
det(xgiq ) # 0 ist also ci = . * * = c, = 0. 
(b) xg’,..., .xg, sind gerade die Konjugierten vo x iiber K; die 
Behauptung folgt also aus (a). 
2.7. HILFSSATZ. Es sei x E A frei iiber K, und sei N < A der Zer- 
fdllungskiirper von mK,x. L sei ein Teilkiirper von A mit N n L = R Dann ist 
x frei iber L. 
Beweis. mK,r ist irreduzibel iber L. Da N und L nach [2, V, 144, 
Thioreme I] iiber K linear disjunkt sind, bleiben die nach Voraussetzung 
iiber K linear unabh~ngigen Nullstellen von mK,x linear unabhlingig i ber 
L. 
2.8. DEFINITION. Ein Element x E A heiBt vollstandig freiiiber K,wenn 
a frei ist iiber allen Kiirpern A4mit K < M < A. 
Sehr niitzlich ist 
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2.9. SATZ. Es sei xE A, und sei N < A der Zerfillungskiirper von mK,x. 
Dann sind gleichwertig 
(a) x ist vollstiindig fre  iiber K, 
(b) x ist frei iber allen Kiirpern M mit K< M< N. 
Beweis. (b) ist nur eine Abschwachung von (a). Sei nun (b) erfiillt und 
L ein K&per mit K Q L 6 A. Dann ist xfrei tiber M:= N n L, also frei i&r 
L nach 2.7. 
Wir wollen un 1.2 fur den Fall beweisen, da13 K unendlich viele 
Elemente hat: 
Es sei also L/K eine ndliche s parable Kiirperweiterung und 0.B.d.A. 
L < A. Es seien N < A die normale Hiille von L, G die Galoisgruppe von 
N/K, U< G die Galoisgruppe von N/L und R = {g, ..., gm}ein Reprlsen- 
tantensystem furdie Rechtsrestklassen von U in G mit g, = 1. Die 
Restriktionen von g, ,..., g, aus L sind ann genau die verschiedenen K- 
Isomorphismen vo L in N. Nach [4, I, Theorem 161 sind diese 
algebraisch unabhangig iiber N, d.h. ist FE N[t ,,..., t,] mit 
F(xg’,..., xgm)=0 fur alle x E L, so ist F= 0. 
Es seien M ein Kijrper mit K < M < N und V < G die Galoisgruppe von 
N/M. Ferner sei S= {y ,,..., y,} ein Reprlsentantensystem fur die 
Rechtsrestklassen von U n I/ in V mit y, = 1. Fiir gE G sei gdas Element 
aus R mit Ug = Ug. Dann ist offenbar j, =i = 1 = g, und ji # jj fur i#j. 
Wir setzen nun tgi:= tifur ie {l,..., m> und 
D,w(t, ,..., t,):= det(t,,,-l) E N[t,,..., t,]. I 
Es sei 
D:= n D,. 
Setzen wir t, = 1 und ti =0 fur iE {2,..., m}, so ist offenbar 
D(l)..., 0)= n D,(l)..., O)=l, 
KCMGN 
denn t* = t, ist gleichwertig mit  =j. 
Also 1st D # 0. Wegen der algebraischen Unabhlingigkeit der g,,..., g, 
gibt es nun ein xE L mit 
D(xg’,..., xgm)= n DM(xg’,..., xgm)# 0. 
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Also ist D,(x”‘,..., xgm) =det(xY’Yil) # 0 fur alle AJ. Wegen Uy, y,- I= 
Uy, y,: list x~“‘-~~ = xylyl’; also folgt 
det(xJ”Y,-‘) # 0 (i,jE (l,...) 31).
Im S~~alfall M =K liefert dies 
det(xgkg;‘) # 0 (k, 1E { l)...) m}). 
Nach 2.6(a) ist also T:= (xR1,..., xgm> linear unabhgngig iber K.Wegen 
XE L operiert G transitiv auf Z”, d.h. Tist genau die Menge der Konjugier- 
ten von x iiber K. Dann ist mK,X =1[7?! i (t -xgi), also grad 
mKx=m=L: K; d araus folgt L = K[x]. 1st nun wie oben A4 ein 
Zwischenkorper und V die Galoisgruppe vonN/M, so ist U n V die 
Galoisgruppe vonN/&.f[x]. Wegen det(xYiyy’) # 0 folgt dann mit 2.6(b), 
daD x such frei iiber M ist. 
3. DARSTELLUNGSTHEORIE ENDLICHER ABELSCHER GRUPPEN 
Es seien G eine ndliche abelsche Gruppe, R ein Korper und KG die 
Gruppenalgebra von G iiber K.Wir wollen annehmen, da13 char K kein 
Teiler von IGI ist. KG ist ein kommutativer Artinring u dalso direkte 
Summe von Idealen Bi,..., B,, die selbst direkt unzerlegbar sind, 
KG=B,0 ... @Bb, (1) 
Nach den Satzen von Maschke und Wedderburn ist KG halbeinfach, und 
die Ideale Bisind Kbrper, die (bis auf Isomorphie) endliche Erweiterungen 
von I(’ sind. 1st ei das Einseiement vonB,, so ist lye,% K und B, iiber Ke, 
erzeugt von [G/-ten Einheitswurzeln, den Elementen ge,, ge G. Die Bi sind 
bis auf Isomorphie die irreduziblen KG-Moduln und als olche paarweise 
nicht isomorph. Sei nun e der Exponent von G und F ein Zerfallungskorper 
von tP - 1 iiber K.Ferner sei : die Gruppe der e-ten Einheitswurzeln in F. 
i? ist eine zyklische Gruppe der ~rdnung e. 1st 1: G + G ein 
Homomorphismus und 2: KG -+ F die K-lineare Fortsetzung von J. auf KG, 
so ist 2ein K-Algebra-Homomorphismus und 
Bild 2= K[G”] 
ein K&per. Folglich gibt es genau ein ie ( l,.,., b) mit Kern 
~=B,+ “. +Bi-l+Bi+l+ **. +B, und Bild 2% B, als Korper. Durch 
geeignete Auswahl von ,? kann man erreichen, daBjedes B, dabei 
vorkommt. Setzen wir fur alle x E K[ G”] 
xg:= xg”, 
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so wird K[G”] zu einem KG-Modul, der KG-isomorph zu dem irreduziblen 
KG-Modul Bi ist. Wir nennen diesen Modul MA. SchlieDlich sei noch G* 
die Menge der Homomorphismen I:G+ G. 
3.1. HILFSSATZ. Seien A, p E G*. Dann sind iiquivalent 
(i) MA und M, sind KG-isomorph; 
(ii) es gibt ein a aus der Galoisgruppe Aut,F von FfK mit Loa= p. 
Beweis. Seien M, und M, isomorphe KG-Moduln. 1 und fi sind KG- 
Epimorphismen vo KG auf M, bzw. M,. Es gibt aber in KG nur einen 
Faktormodul KG-isomorph zu M, und M,, d.h. es gibt genau ein 
iE {l,..., b) mit B,1= Bild 1und Bf = Bild p. Fiir alle k E K gilt 
(kei)’ = k= (ke,)fi. 
Folglich ist 
ein K-Isomorphismus von Bild 1auf Bild fi mit 
1st aeine Fortsetzung von a,, zu einem K-Automorphismus von F, so gilt 
nun 1oa=p. 
1st umgekehrt aEAut,F mit 10 a = p, so gilt such loa = fi. Sei 
aO:= a1 Bild 1. Dann ist fur alle x E Bild 1und g E G 
und also a, ein KG-Isomorphismus von M, = Bild 1auf M, = Bild fl. 
Wir wenden dies an, urn die Zerlegung (1) genauer zu beschreiben. 
Zunachst ellen wir fest, da13 Aut,F auf der Menge G* operiert. Es ist 
namlich lo a E G* fur all J. EG* und a E Aut,F. Weiterhin st Kern 
1= Kern(Lo a) und G/Kern 1 zyklisch. Andererseits gibtes zu jeder 
Untergruppe U< G mit zyklischer Faktorgruppe G/U genau cp( IG/Ul) 
Elemente 1 aus G* mit Kern 2 = U. Die Menge dieser 1 sei mit G*(U) 
bezeichnet. Fiirjedes 3, EG*(U) ist Bild I= K[G”] der Zerfallungskorper 
von X’G’“’ - 1iiber K,enthalten in F. Diesen bezeichnen wirmit Flclcr,. 
Weiterhin gilt offenbar fur alle A E G* und a E Aut,F 
Aoa=leajGA= id,lo aJ K[G”] = id,rcl,. 
Also zerhllt G*(U) in cp( IG/Ul )/F,,,, : K Transitivitatsgebiete unter 
Aut,F. Da wegen 3.1 fiir I,p E G* die Moduln Mn und A4,, hiichstens da n
isomorph sind, wenn Kern il =Kern p ist, sofolgt mit 3.1 nun insgesamt 
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3.2. SAT-Z. Es ist 
KGg c, (c~(lW’lYF,.,u,: K) F,c,u, 
u c G 
G/U zyklisch 
als K-Algebra. Bei diesem Isomorphismus entspricht 
F,,,, 0 . . . 0 F,,,, (41 WI Y&u, : K Summanden) 
der Summe aller derjenigen irreduziblen Teilmoduln von KG, deren Zen- 
tralisator in G gerade U ist. 
Wir untersuchen nu fur eine Untergruppe H von G die Beziehung 
zwischen KG- und KH-Moduln. Es ist KH ein Teilring vonKG und jeder 
KG-Modul A such ein KH-Modul. Diesen bezeichnen wir mit An. 
Stillschweigend werden wir einige Male benutzen, dal3 jeder K- 
Automorphismus eines Teilkijrpers von F eine Fortsetzung zu einem K- 
Automorphismus vonF besitzt. Diefolgenden beiden Hilfssltze sind 
wohlbekannt. 
3.3. HILFSSATZ. Zst H < G, und ist p: H + C? ein Homomorphismus, o
gibt es genau [G/HI verschiedene 1 E G* mit 2) H = p. Insbesondere gibt es zu 
jedem 1 E G* genau 1 G/HI verschiedene ~‘EG* mit 1’IH=l(H. 
3.4, HILFSSATZ. Sei H < G, und sei M ein irreduzibler KG-Modul. Dann 
ist M, ein vollreduzibler und homogener KH-Modul [3, V, 17.33. 
In den nlchsten beiden Hilfssitzen seien q eine Primzahl, G eine 
zyklische q-Gruppe, G # 1 und H die maximale Untergruppe vonG. 
3.5. HILFSSATZ. Sei LEG* mit G”# {l}. Es seien L=II,,...,I, die
verschiedenen Elemente aus G* mit Li ( H = 11 H fur 16 i < q. Schieplich sei
K[ G”] = K[H”]. Dann gilt: 
0) W&...~ W& sind paarweise isomorph und irreduzibel; 
(ii) M,, ,..., M+ sind paarweise nicht isomorph; 
(iii) ist M ein irreduzibler KG-Modul mit M,g (MI)H, so gibt es ein 
iE (l,..., q} mit MzMM,. 
Beweis. 
g” = 821 
(i) Sei G = (g), also H= (g”). Mit 1= Al,..., 2, sind such 
,..., g’qpaarweise v rschieden. W gen ( g”‘)q = (gq)“{ = (84)” sind 
also g’l,..., g*q die q verschiedenen Wurzeln von tq - ( gq)” EK[H’] [t]. 
Wegen G” # 1 ist Kern 1< H. 1st Kern 1= H, so ist IG”I = IG/HI =q; und 
wegen K[G”] = K[H’] = K enthllt K alle Wurzeln von tq - 1, d.h. g”’ EK 
fur 1 < id q. 1st Kern 1~ H, so enthllt K[H”] die Wurzeln von tq - 1 
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wegen IH”( = IH/Kern 1(> q. Da g” E K[G”] = K[H”] ist, liegen dann alle 
Wurzeln von tq- (gq)” in K[H”]. In jedem Falle gilt: K[H’] < 
K[GAr] = K[g”‘] < K[H”], d.h. 
K[GAr] = K[H”] = K[H”‘] fur ldi<q. (t) 
Aus 3.1 angewandt auf KH folgt nun, da13 die MA, = K[G”‘] als KH- 
Moduln irreduzibel und paarweise omorph sind. 
(ii) Seien i, jE { l,..., q} mit M,, g M,. Nach 3.1 gibt es ein aE Aut,F 
mit Ljo a= iii. Nach Voraussetzung ist ijI H = Ai IH = 1 I H. Daraus folgt 
a I H” = id,2 und also 
a 1 K[ H”] = idKCUA,. 
Wegen (t) ist nun a I K[G4] = idKCGA,, und insbesondere Lj =&. 
(iii) Sei PEG* mit M=MM,. Nach Voraussetzung ist dann such 
(MJHg (M,),. Diese beiden Moduln sind nach (i) irreduzible KH- 
Moduln. Insbesondere ist K[GP] = K[Hp]. Nach 3.1 angewandt auf KH 
gibt es ein aE Aut KF mit p I H 0 a = L I H und also 
(pea) IH=ll H. 
Weil po a E G* ist, gibt es folglich einiE {l,..., q} mit p 0 a = li. Nach 3.1 ist 
dann aber M, g Mit, also such M z MA,. 
3.6. HILFSSATZ. Seien A., pi G* mit (MJH~ (MJH. Ferner sei 
K[ G”]: K[H”] = q. Dunn gilt MA E M,. 
Beweis. Es sind K[H”] und K[Hp] irreduzible KH-Moduln, die N, 
und N, genannt seien. Nach 3.4 sind (M,JH und (M,)H vollreduzibel und 
homogen. Wegen N, < (M,), und N, d (M,), folgt nach Voraussetzung 
nun Nn z N,. Nach 3.1 angewandt auf KH gibt es folglich eina E Aut,F 
mit 
(noa) IH=AIHoa=pIH. 
Setzen wir wieder G = (g), also H = ( gq), so ist nun 
(gq)“a = (gqy. 
Also sind g”” und gP Wurzeln von tq - ( gq)“’ E K[H’*] [t]. Weil 
K[H”“][g”“] = K[G”“] = K[G”], K[H”‘] = K[H”] und nach 
Voraussetzung daher 
K[HA”][g”“]: K[H”“] =q 
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ist, ist q- (g’)“’ irreduzibel iber K[H’“]. Folglich gibt es ein /?E Aut,F 
mit g”a8=gr. Esfolgt Ioao/?=p und M,rM, nach3.1. 
4. VOLLST~~NDIG REGULXRE ELEMENTE IN GALOISSCHBS ERWEXTERUNGEN 
Wir wollen 1.2 nun such fur endliche Korper beweisen u d stiitzen uns
dabei auf 1.1 und den vorangehenden Abschnitt. Die in 1.2 vorausgesetzte 
Separabilitat ist bei endlichen Korpern stets gegeben. Aul3erdem sind 
Erweiterungen endlicher K&per normal und die auftretenden Galoisgrup- 
pen zyklisch. Wir betrachten allgemeiner zunachst eine beliebige galoissche 
Erweiterung L/Kmit Galoisgruppe G. Fur all xE L und y = C k,g E KG 
setzen wir 
Mit dieser Festsetzung wird L ein KG-Modul. Fur jedes xE L ist die 
Abbildung ywxy ein KG-Homomorphismus vonKG in L. Das Bild xKG 
bei dieser Abbildung, dervon x erzeugte KG-Teilmodul vonL, ist der von 
den Konjugierten von x aufgespannte K-Teilraum, derWurzelraum des 
Minimalpolynoms von x iiber K. Nach 1.1 gibt es solche x,, EL, fur die 
(x5 1g E G} eine K-Basis von L ist. Anders gesagt bedeutet dies, dab 
LcX,KG= {%IYEKG), 
die Abbildung y H xg surjektiv ist. Wegen dim,L = dim, KG ist daher L
KG-isomorph zu KG, d.h. L ist ein regullirer KG-Modul. 
4.1. DEFINITION. x E L heil3t regular in L/K, wenn L = xKG ist, d.h. wenn 
x den KG-Modul L erzeugt. 
Die regularen Elemente von L/K sind also genau diejenigen, die in 
keinem echten KG-Teilmodul vonL enthalten si d. Ferner ist xE L genau 
dann regular, wenn dim mK,x =L: K ist. Insbesondere sind ie regularen 
Elemente von L/K genau die primitiven Elemente von L/K, die frei iiber K 
sind. 
1st M ein Kiirper mit K d A4 < L und U < G die Galoisgruppe von L/M, 
so ist L such ein MU-Modul und als olcher nach 1.1 ebenfalls regular. 
4.2. DEFINITION. x E L heil3t vollstlndig regular inL/K, wenn L = x"" 
ist fur all K&per M zwischen K und L und Galoisgruppe U von L/M. 
Offenbar ist xE L genau dann vollstlndig regular inL/K, whenn x fur 
kein M zwischen K und L in einem echten MU-Teilmodul von L enthalten 
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ist. Nach 2.9 ist ein vollstindig regullres Element immer vollstandig frei
iiber K.Fur galoissche Erweiterungen la& sich 1.2 nun so aussprechen: 
4.3. SATZ. Ist LJK endlich und galoissch, so gibt es ein vollstiindig 
reguliires Element in LfK. 
Fur unendliche Kijrper K ist dieser Satz also schon bewiesen. Wir 
bemerken noch, daI3 sich fur endliche abelsche Erweiterungen eines unend- 
lichen Korpers K mit char K1I GI ein sehr einfacher B weis fur die Existenz 
vollstandig regulhrer Elemente ftihren Ia&: Nach Abschnitt 3 gibt es 
namlich fur jeden K&-per A4 zwischen K und L mit Galoisgruppe U nur 
endlich viele MU-Teilmoduln. Alle diese MU-Teilmoduln von L sind K- 
Untervektorraume von L.Da es nur endlich viele Zwischenkorper M gibt 
und L nicht Vereinigung vonendlich vielen chten K-Teilriumen ist, gibt 
es ein xE L aufierhalb aller chten MU-Teilmoduln. 
4.4. HILFSSATZ. Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G. Ferner sei 
G = G, x G,, dabei IG, 1 und 1 G, 1 teilerfremd. Schliejlich seien M, und M, 
die zu G, bzw. G, gehiirenden Fixkiirper. Ist dann xi vollstiindig regular in
MJK ftir ie{ 1, 2}, so ist x1x2 vollstiindig regular inL/K, 
Beweis. Sei M ein K&per zwischen K und L und H < G die 
Galoisgruppe von L/M. Nach Voraussetzung ist xiregular inM,IMn Mi 
fiir i E{ 1, 2). Mit 2.7 folgt nun leicht, daD xi regular inMM,/M ist. 
SchlieBlich sind MM1 und MM2 linear disjunkt wegen 
H= (Hn G,) x (Hn G2) und [2, V, 10,4, Theo&me 11. Daher ist 
Kwdh I h E HI = { x:2x~11hl~G1nH,hZ~G2nH} 
eine M-Basis von L = M, M, und also x1 xq regular inL/M. 
4.5 HILFSSATZ. Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G, ferner M ein 
Kiirper zwischen K und L und Ud G die Galoisgruppe vonLfM. Ist dann 
R ein KU-Teilmodul von L, so ist ftir alle m E M mit m #O such mR 
ein KU-Teilmodul von L, KU-isomorph zu R. Ist insbesondere L als 
KU-Modul halbeinfach, so sind die homogenen KU-Komponenten von L 
such MU- Teilmoduln. 
Beweis. Wegen (ml)” = m”lu =ml” fiir alle m E M, I E L und u E U ist die 
Multiplikation mit m fiir 0 #m E M ein KU-Automorphismus von L. 
Beweis von 4.3 fur endliche K&per. Im folgenden s ien K und L endliche 
Korper mit K < L und char K =p. Ferner sei G die zyklische Galoisgruppe 
von L/K. Wegen 4.4 kijnnen wir annehmen, da13 IGI =q” und q eine Prim- 
zahl ist. Offenbar din-fen wir zusltzlich voraussetzen, daD K der Primkor- 
per von L und n 2 1 ist. Nun sind zwei Fllle zu unterscheiden. 
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1. Fall. q=p. Sei M ein Korper zwischen K und L und U d G die 
Galoisgruppe von L/M. Da M ein Korper der Charakteristik p und U eine 
p-Gruppe ist, hat die Gruppenalgebra MU genau einen maximalen 
Teilmodul, dasAugmentationsideal R, erzeugt von den Elementen u - 1, 
u E U [3, V, 5.161. Esist R der Annulator von C,, u u E MU. Entsprechend 
hat der zu MU isomorphe MU-Modul L genau einen maximalen MU- 
Teilmodul, welcher gerade der Kern der Spurabbildung TrLIM und ein 
unter allen Automorphismen vo L invarianter K-Teilraum ist. Folglich ist 
der maximale MU-Teilmodul von L enthalten in dem maximalen KG- 
Teilmodul von L. Daraus ergibt sich, da13 jedes regulare Element von L/K 
schon vollstandig regular ist. 
2. Fall. q# p. Sei 
G=G,>G,>G,> ... >G,_,>G,=l 
die Kette aller Untergruppen vo G und entsprechend 
K=K,,<K,<K,<... <K,~,<K,,=L 
die Kette aller Teilkiirper von L.Als K,G,-Modul sei L mit L(i) bezeichnet. 
L(i) ist jeweils regular und halbeinfach. Die irreduziblen Teilmoduln von 
L(i) sind nach Abschmitt 3 schon die homogenen Komponenten. I sbeson- 
dere besitzt jeder Teilmodul von L(i) ein endeutig bestimmtes direktes 
Komplement. SchlieI3lich se  U(i) die Summe aller derjenigen irreduziblen 
Teilmoduln von L(i), die nicht treu sind, und T(i) die Summe aller t euen 
irreduziblen Teilmoduln. Dabei st U(n) = 0 zu setzen. Offenbar ist 
L(i) = U(i)@ T(i) fiir O<i<n. 
Weil G, _ i die einzige minimale Untergruppe von G und K,- 1 ein 
Teilmodul von L(i) fur 0< i < 12 - 1 ist, gilt 
U(i)=K,-, fur O<i<n- 1. 
Weiterhin ist 
L=K,-, 0 Kern TrLjKnm, 
eine KnP 1 -direkte Zerlegung. Kern TrLIKnm, ist G-invariant und also Gi- 
invariant. Wegen der Eindeutigkeit der direkten Komplemente folgt nun 
T(i) =Kern TrLIKnm, fur O<i<n- 1. 
Wir setzen T:= Kern Tr,,,“-, undbeweisen die Existenz eines vollstandig 
regular-en El mentes in L/K durch Induktion nach n. Fiir n= 1 ist offenbar 
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jedes regulare Element vollstandig regular. Sei also n> 1 und x ein 
vollstandig regulares Element in K,- ,/K. Dann ist x in keinem echten 
Teilmodul von U(i) =K,- i enthalten. Equivalent damit ist, daB die Kom- 
ponenten von x beziiglich der direkten Zerlegung von U(i) in irreduzible 
Moduln slmtlich von 0 verschieden sind. 1st nun y E T so gewlhlt, daD fur 
0 < i < n - 1 die Komponenten von y beziiglich der direkten Zerlegung von 
T = T(i) in irreduzible Moduln samtlich von 0 verschieden sind, so hat 
offenbar x +y E L die Eigenschaft, in keinem echten Teilmodul von 
L = L(i) enthalten zu sein fur 0< i 6 n (fur i =n ist nur x + y # 0 zu zeigen); 
d.h. x + y ist vollstindig regular inL/K. Es bleibt also zu zeigen: 
(*) Es gibt ein yE T, so da13 fur alle ie {O,..., n - 1 } alle Komponen- 
ten von y beziiglich der direkten Zerlegung von T = T(i) in irreduzible 
Moduln nicht 0 sind. 
Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen, da13 es y E T gibt mit T= yKiGd. 
Sei fur O<i<n-1 
(zJ T= T,(i)OT,(i)O ... 0 T&i) 
die Zerlegung von T= T(i) in irreduzible K,G,-Moduln. Die Tj(i), 
1 <j < r(i), reprasentieren dann die Isomorphieklassen treuer i reduzibler 
K,G,-Moluln. Weiterhin sei fur 0< i 6 n - 1 
(Zi) T=H,(i)@H,(i)O .‘. @H,,,,(i) 
die Zerlegung von T in die homogenen Komponenten von T als K,G,+ ,- 
Modul. Wir wollen die verschiedenen Zerlegungen vo T miteinander 
vergleichen und fiihren dazu folgende Sprechweisen ein:1st M eine abelsche 
Gruppe und sind (X):M=M,@ ... @M, und (Y):M=N,@ *.. ON, 
zwei direkte Z rlegungen vo M, so heigt (X) feiner als (Y) bzw. (Y) 
grober als (X), wenn es eine Partition { l,..., r} = P, b . . . b P, von { l,..., r} 
gibt mit 
N,= 1 Mj fur l<i<s. 
jep, 
Ein Element m E M heiBt (X)-regular, wenn seine Komponenten bezuglich 
der Zerlegung (X) samtlich von (0) verschieden sind. 1st (X) feiner als (Y), 
so ist offenbar jedes (X)-regulare Element such ( Y)-regular. Die Behaup- 
tung (*) besagt nun, da13 es ein y E T gibt, das fur alle iE {O,..., n - 1> 
(zi)-regular ist. Aus 3.4 und 4.5 folgt leicht 




m,:= ordJp):= min{m I m E N, q” lp” - 1 }. 
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Es gilt m,) cp(q”) = q”- ‘(q - 1). Setzen wir TTQ, = ql$ mit s) q- 1, so ist offen- 
bar I < n - 1. Entscheidend sind ie folgenden rei Aussagen, wobei wir zur 
Abkiirzung setzen 
A:=(q=2~n~3~Z=l~p~5~“~~mod2”): 
Gilt A, so ist jede homogene &G,-Komponente HJO) von T 
direkte Summe von zwei rreduziblen K,,G,-Moduln T,(O) bzw. 
von zwei irreduziblen K1 G,-Moduln Tk( 1) mit jeweils p2
Elementen. (2) 
Gilt 2Jl und 1 (A A i = 0), so stimmt (2;) fiir 0 < i < [Z/2] mit 
(zi) und fiir [l/2] < id n - 2 mit (zi+ r) iiberein. (3) 
Gilt 211, so stimmt (Zi) fur 0 <i< [Z/2] mit (zi) und fiir 
[Z/2] < i 6 n - 2 mit (zi+ r) iiberein. (4) 
Den Beweis dieser Aussagen fiihren wir mit Hilfe von Abschnitt 3. Dazu 
sei F ein Zerfallungskorper v n t q” - 1 iiber L und G die Menge der q”-ten 
Einheitswurzeln in F. Es ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung q”. Sei 
G=G,>G,>G,> ... >CT’,-r>&=l 
die Kette aller Untergruppen vo G. Fur 0 d id n - 1 ist 
Ki<Kj[Gi+l] <Ki[Gj]. 
Sei Ti die Galoisgruppe vonKi[(?i]/Ki unddi die Galoisgruppe von
Ki[ci+ ,I/&. Die Gruppen ri und di werden jeweils erzeugt vom Poten- 
zieren mit [I& I= pqi. Fur a E Z bezeichne E(Z/aZ) die Einheitengruppe des 
Ringes Z/a??. Offenbar gilt nun 
rig c,:= (pql+ qnPiz) i E(Z/q”-‘Z) 
und 
AizDi:=(pq’+q”~‘~‘Z)<E(Z/q”-‘-‘Z). 
Daher ist Ir,, I =m, = q’s. Wir behaupten 
IfilE s 
1 
6 2’s fur 0 < id [l/2], 
fur [I/2] <i<n- 1. (5) 
Gilt A, so ist IA,, I= 2. (6) 
Gilt 1(A A i = 0), so ist 
JAil = 
I 
;‘- fur O< i< [(l- 1)/2], 
fur [(r- 1)/2] <i<n-2. (7) 
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Zum Nachweis dieser d ei Aussagen sei fur alle k > 2 
qk: E(Z/qkZ) + E(Z/qk-‘Z) 
der kanonische Epimorphismus. Fur qf2 ist E(Z/qkZ) zyklisch von der 
Ordnung qk- ‘(q - 1) und Kern (Pk die minimale Untergruppe d r 
Ordnung q. Fur q = 2 und k 2 3 ist 
Kern qk= (52k-3+2kZ). 
Fur q = 2 = k ist Kern cpz =E(Z/42) wegen 1 E(Z/22)1 = . Setzen wir noch 
y:=pq’+ qn-iZ, ~i:=Pd+qn-i-lZ 




falls 41 Icily 
sonst. (8) 
Weiter gilt 
Kern (Pn-id (#)~q21 ICil. 
Fur q # 2 ist dieses klar wegen 
41 I(Y9>1 -I21 ICil. 
(9) 
Fur q = 2 und n > 4 enthllt jede zyklische Untergruppe vonE(Z/2”7) von 
einer Ordnung 24 das Element 52”-3+ 2”Z. Fur n < 3 ist yf = 1 und 
2’1 ICi 1. SchlieDlich g ltnoch 
cPn-i(<Yf))=Ci+lY (10) 
denn es ist offenbar ~p,-~(y;) = yi+ 1. Nun lHl3t sich (5) leicht durch 
Induktion nach i beweisen. Seizunlchst 0 <i < [Z/2] - 1, also 2< 1- 2i. 
Ferner sei schon lr,l = q’-“s nachgewiesen. Aus (8), (9) und (10) folgt 
dann q2 Ir,+,l = IT,l, also Ir,+,l =q ~ ’ 2(i+1).s. 1st i= [Z/2], soist lr,l =s 
fur 211 und ITiJ=qs fur 2jl. In jedem Fall ist I( =s und wegen 
( y 7 ) n Kern qn ~ i = 1 dann I Ti + 1 ( = s wegen (10). Ebenso schliegt manfiir 
[l/2] < i<n- 1. Zum Nachweis von (6) und (7) stiitzen wiruns auf (5). 
Wir klaren die Beziehung zwischen Ifi I= ICi I und ldi I= IDi I und 
bemerken zunachst, daDqn _ i(yi) = 6,, also 
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ist fur 0 < i < n - 1. Da Kern qnP i eine minimale Untergruppe d r 
Ordnung qvon E(Z/qnpiZ) und qjs ist, ergibt sich daraus sofort: 
Weiterhin ist fiir 1 <i < n - 1 
und daher Ci d Di ~ 1. 1st q/ IC,I, soist IDipl/CiI =q und Kern qnPid Ci, 
woraus IDi 1 = 1 Ci l/q folgt. Bleibt der Fall i= 0 und q 1 1 C, 1 iibrig. Wegen 
(C,I=Ir,l=q15’istalsoZ~1.FiirI>1oderq#2istwiederKerncp,~C, 
und Id,, I = Ir, l/q. Sei also I= 1 und q = 2, d.h. IC, 1= 2. 1st n= 2, so ist 
Co = Kern (Pi und ID,1 = 1. 1st n > 3 und p = 5’“-‘mod 2”, so ist 
C, = Kern (P” und ID,( = 1 = IC, l/2. 1st p & 5*‘-’ mod 2”, so ist Kern 
(P,, n Co = 1 und ID, 1 = I Co I = 2. Zusammengesetzt rgibt das (6) und (7). 
Wir bestimmen nun den Grad der Erweiterung K,[G,]/K,[G,+ ,I. Dieser 
ist offenbar lril/ldil. 
Gilt A, so ist lT,l/ld, I = 1. 
Gilt l(A A i=O),soistfiir2!1 
(11) 






fur O<i< [l/2], 
fur [1/2]<i<n-2. (12) 
Beide Aussagen folgen leicht aus (5), (6) und (7). 
1st 0< i < n - 1 und 1: Gi + Gi ein Isomorphismus, so wird vermoge 1 im 
Sinne von Abschnitt 3 K,[G,] zu einem treuen irreduziblen K,G,-Modul. 
Bis auf Isomorphie entstehen alle treuen irreduziblen KiGi-Moduln auf 
diese Weise, insbesondere alsodie Tj(i). Nach 3.2 ist nun 
r(i)=q((GiI)/Ki[Gi]: Ki=q”-‘--‘(q- l)/lrJ. 




--I+i(q- lys fur OdiQ [Z/2], 
4 n-l-i(q- 1)/s fur [1/2]<i<n-1. 
(13) 
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Ausfiihrlicher bedeutet das 
r(O)=q”-‘-‘(q- 1)/s, 
r(l)=q+I(q- 1)/s, 
. . . 
r([1/2])=qn-‘P1+C”2’(q-1)/S, 
r([Z/2] + 1)=q”-c”21-2(q- 1)/s, 
. . . 




r(CWl+ 1) fiir 211, 
q.r(CQl+ 1) fur 2 II. (14) 
Wir kiinnen nun die Aussagen (2), (3) und (4) beweisen. Wegen 
I~iWil E117 41 sind ie Hilfssatze 3.5 und 3.6 anwendbar. Wir zeigen 
zunlchst (2): Es gilt dann A und insbesondere istq= 2, 1= 1, also 
[Z/23=0. Nach (13) und (14) ist r(O)=r(l)=2”-’ undnach (5) Ir,l =2 
und 1 f r I = 1. Insbesondere ist 
dim,T,(O)=&[G,]:K,= Ir,,l =2
und 
fiie 1 <j, k < 2”- 2. Daher ist 
ITj(o)l =P2= IT/ctl)l. (15) 
Wegen (11) ist &,[G,] =&[G,]. Weiterhin st n22, also G1 # 1. 1st 
daher p: G1 + G, ein Isomorphismus, so sind beide Fortsetzungen 
il,,A2:Go+Z‘o v n p auf Go Isomorphismen. Nach3.5 und (1) setzt sich 
folglich jedes HJO) aus genau zwei Summanden T,(O) zusammen. Wegen 
(15) und (1) zerfallt H,,(O) dann aber such in genau zwei Summanden 
Tj( l), was (2) zeigt. 
Wir beweisen (3): Sei iE{O,..., [Z/2] >. Nach (12) ist dann 
KiCGiI:KiCGi+Il= IrilllAil 4 und nach 3.6 jedes T,(i) eine homogene 
K,G,+r-Komponente von T, d.h. (Zi) stimmt mit (zi) iiberein. fur
ie {[l/2] + l,..., n - 2) ist K,[G,] = K,[G,+ I ]nach (12). Wegen gi+ r# 1 
sind die q verschiedenen Fortsetzungen eines Isomorphismus 
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p: G. 1+1-G+, zu Homomorphismen A:Gi -+ Gi samtlich Isomorphismen. 
Daher setzt sich nach (3.5) und (1) jedes HA(i) aus q Summanden T,(i) 
zusammen. Da nach ( 13) andererseits ri = qr, + i ist, kann der Kj + , Gj+ 1- 
Modul HA(i) nicht reduzibel s in, d.h. (Zj) stimmt mit (zi+ i) iiberein. Der 
Beweis von (4) lal3t sich entsprechend fiihren. 
Wir kiinnen jetzt den Beweis von 4.3 vollenden undaus (2), (3) und (4) 
auf (*) schlieBen. Wir zeigen 
Gilt TA, so ist (z;+,) feiner als (zi) fur 0~ i-c [i/2] und (zi+,) 
grbber als (zi) fur [l/2] < id n - 2, (16) 
gilt A, so ist (zi+ i) grober als (z;) fur 1< i < n - 2. (17) 
Gilt namlich 2 11, so folgt (16) aus (4) und (1). Gilt 2)II, sofolgt aus (3) und 
(l), dal3 (17) gilt und (16) bis auf evtl. i=[l/2]. Wegen (3) ist aber 
(z clj2l + I 1 feiner als (zcl~21 1. Nach (14) ist andererseits r( [l/2]) = 
r( [l/2] + 1) und also (z~~,~, +i) such grijber als (z[[,~,), d.h.(16) gilt fur 
i = C//2]. 
Nun folgt (*) leicht, falls 1 A gilt: Nach (16) ist namlich dann jedes 
(zr,,,,)-regulare Elementvon T such (z,)-regular fur 0 Qi6n - 1. Gilt 
andererseits A, so ist nach (17) jedes (z,)-regullre E em nt von T schon 
(z,)-regular f r 1d i < n - 1. Bleibt zuzeigen: 
Gilt A, so gibt es ein (z,)-regulares Element von T, das (zO)- 
regular ist. (18) 
Sei dazu H,(O) eine homogene K,G,-Komponente vonT. Nach (2) und 
(13) gibt es a, b, c, dE (l,..., 2n-2} mit (X): H,(O) = T,(O) 0 Tb(0) und 
(Y):H,(O)= T,(l)@ TJl). Sei Rj,o:= (yly~H,(O), y ist (X)-regular} und 
R,, i:= {y 1 y E H,(O), y ist (Y)-regular}. Offenbar ist dann wegen (2) 
Man sieht leicht, daD( p2 - 1)2 >p4/2 ist. Insbesondere enthalten Rj,o und 
R,,, jeweils mehr als die Hhlfte d r Elemente von H,(O), und es ist daher 
Sei yj~ Rj,, n Rj,, und y:= C yj. Dann ist ysowohl (z,)-wie (z,)-regular 
und (18) und damit (*) bewiesen. 
Wir bemerken noch, dal3 fur ungerades I nach (14) die Zerlegungen 
(z~~,~,) und (zlr,21+1) g leich lang sind und, falls 1 A gilt, ibereinstimmen, 
wie der Beweis gezeigt hat. Wenn A gilt, also l= 1 und [f/2] = 0 ist, stim- 
men (zO) und (zi) aber nicht iiberein, wie wir nun zeigen wollen. Das 
erklart die SchluDweise beim Nachweis von (18). Ware etwa T,(O) = T,(l), 
so sei G= G,= (g) gesetzt. Es ist dann T,(0)g= T,(O). Nach (6) ist 
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Ko[G,]: K0 = 2, jeder treue irreduzible K,G,-Modul folglich 2-dimensional. 
T,(O) ist als K,G,-Modul treu nd als solcher wegen dim,(O) = 2 daher 
irreduzibel. Die Abbildung v H t+ ist ein K,G,-Automorphismus vonT,(O). 
Die Gesamtheit aller K,G,-Endomorphismen von T,(O) ist nach dem 
Lemma von Schur ein KSrper. Nach Annahme und (2) ist andererseits 
T, (0) = T, (1) ein 1-dimensionaler K,-Vektorraum. Die Multiplikationen 
mit Elementen aus K, induzieren auf T,(O) offenbar K,G,- 
Endomorphismen und daher jeden K,G,-Endomorphismus. Also gibt es 
ein ke K1 mit k # 0 und ug = kv fiir alle u E T,(O). Insbesondere gilt 
k*” = 1 # k*‘-l. Aber wegen 
k*v = (kb)P = k”ug = kxku 
ist kg = k, folglich k E K, im Widerspruch zu2” !p - 1 = ) K,, )- 1. 
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